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§ 2.6

.

Le hombre e
.

Proposition. Soit (xn ) :X 1. ✗n -- (1+4)
"

that; (yn ) :yo=1,yn= 1- + ¥+24
.

-1
.

.in/-:-Vn=1Alors-ldXnEyn-VnE1NHHn2-3V-hE/Nlg--sFnli;zyn--ea-3) ⇒ Flimxn =L '±3 .

13) (yn ) 4 th c- IN n→o

(4) (Xn ) 4 th c- IN

Dém : 111×0<-4 ; Xu -

- (1+15--1+17) 'ñ+(1) (E)
'

+
. .

.

+
. .

-

+ (1) (E)
"

11111nF.IE#'E.-- ÷
. I ← ÷

.

Xn=l+ (1) It (1)(E)
"

+
.

.
+ (E) (E)

"
+ .

. (1) (E) a- 1+4+21:-c .
. .

+£
.

=yn the !

(2) ynE3 : par récurrence ¥ a- ¥-1 He > 2 base : 24--1-2-424=1-2 Vrai
hérédité : ¥=¥i£ £ ¥2.12 = ¥ , Vrai ⇒ parrécurrenceona :

par supposition YE
Yn = 1+1-+2%-1 . . -1¥, E 1+1-+21--1 . .

.
+¥,

La formula : It ✗ + ✗ ' + . . + ✗
" "
= that

.

Soit ✗ = I

⇒ " ' *t.IE?::-.-.-?;:-..--1+YE-a1+----3v-ne1N.

1- 1-2
✗ = 'z
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(3) yne , = 1+1-+24

.

+ . .

+ ¥
.

+¥ , = ynt¥, : ⇒ (yn ) T
(4) (Xn ) 4 Voir IDZ $24.2 ]

Dém: (1+4)
"

s (1+1-+1)
" "

: ihoyennegéoméhigue ← mayenne arithmetic"

Soient a. = 1. a,=az= =an= (1+4)
.

Alois ÉÉ.aT± a°+%- ⇒
"

FEET ±1+n¥ ⇒ FEET ⇐
'

= 1+-1+1=>(1+4)%4-1¥ ,)
" "

.

Déf him (1+4)
" Elite

h-soo

limy -_ eRemarque .

↳ •

ID -2
,

§ 2. 4.3.2.44]

1=2.718281828459045235380287 . .
. .
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] Cours

du 13 octofre

cars

{du 18

octubre
← cours du 20 octobre

} Seine 5



Suites defines par recurrence .
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soit × . -- a c- IR
,
et ✗n+i=gcxn ) orig : IR

-> Rune fonction .

Questions :
convergence ; si la suite converge ,

trover la limit
. glH=5+¥

Ex 1
. ✗0=1 ; Xue , = 5-1 ¥ (⇒✗1--5+4=11; ✗2=5+19;-)

!

i
- - - - - - - - - - - - - -

-

-
. .

(1) Supposons que limxn-l-to.Alorsf-n-z.IE ÷÷÷÷. .
. . . .

- ÷.

↳• I i. : i
,

→

⇒ on obfient l 'equation pour l : 1--5+-9=>12-51-6--0 A 1 ✗I" " 1,1
,

⇒ f- 5+-2-5%-27=5+-2-7 ⇒ 1=6, e. = -1 .

*✗ ¥ ×
,

(2) Xu > 5 this 1 poor récurrena : X , = 11>5 vrai ; Xue , -_5-1
6-

> 5 vrai

¥5
>o

th >_ 1
Alor, si ha suite converge, la limit est 6.

(3) lxnti - et = 15/+9=-15/+8-11 =/¥ - E-/=%¥¥< E-s-le-xnjfz-s-He-xn.la . .
+575

⇒ O E line ,
- etc (E)

"

Il - ✗it %7e-xa.it
-

hoof fn→ suite géoméhique avec

O
o

r = 26-5<1
⇒
por

les 2 gendarmes , on a him /✗na - e 1--0⇒ liman ,
-e) = O

h → to h→x

⇒ him ✗n = 6
man

F
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Proposition ( Récurrence linéaire ) .
y=X

Soit a. c- IR
,
anti = qantb ,

oui q.be/R .

Alers (1) si 191<1 ⇒ (an ) converge vers
liman __

b- ×
,

-
. -

- - - -

a
- - -

;
his 1-9 Xz -

- -
- -
- -

÷; ,

(2) si 19171 ⇒ Cant diverge saufsi Can) est une 1=9
"

i. : i
suite constante

. y=q×+b '

; ; ;
✗2X

, Xo
Dém : (1) Supposing que

Can ) converge ⇒
e'equation pour

✗3
. .

-

(th )
. Emerge 191<1

.

-
-
- →

la limit est l=ql+b ⇒ l=¥g '

;
E-×

.

✗z . . - -
- -

-
-

- -

;
- -
- ---- -i. 1

Convergence : ( lqk 1) : Hn > Iona : . .

= . . .
.

× ' - - - - - -

÷ !
'

; ;

OEIan-u-lt-lqan-G-lqe-HI-lqllan-ll-ygyan.ie, i
: '

'

ii.
'

1 i 1 !
= -

- . / qlh
"

la . - et 0 suite géomitrique
f 5-9×+8×0

×' ✗2 Xz
19121 (xn) diverge

⇒ partes 2 gendarmes, lim / anti - et --0 ⇒ liman -7g
-

nooo ↳ a 191>1
(2) Silql > Let ao±¥g ⇒ la suite diverge : l=ql+b=> lane . -11--191

" "

1%-1,1-0,191>1
⇒ lane ,

- el west pas bornée ⇒ Cant diverge .

(3) 9=1 ⇒ ant , = an + to ⇒ an = aotnb suite arithméhque ; sift0 ⇒ divergent .
silo -0 ⇒ an =ao KNEW.

(4) 9=-1 ⇒ ant , =
- ant b ⇒ 90--92=92a tkEÑ; 9=-90+6--93 =

. .=azk+ , Kk c-IN

⇒ fan ) diverge Sant si do =- a. +b⇐ > a. =lE ⇒ an __ G- th c-IN.
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Proposition Si ✗of IR
,

✗na
= gcxn ) et g : E- → ECIR tellque

(1) 3-m.ME/R:mEgCxK-MV-xc-E
(2) est croissant : Fx

, ,he
E :X

, c- ✗2=>9141491×2) .

Alors la Suite (Xn ) Xntigcxn) est bornéeet monotone ⇒ convergent (Série 6)
Remarque . Si (2) est remplacépar ×, eh ⇒galega) (gest décroissank)
⇒ odors (xn ) n'estpas

monotone ! (mais elle peut étre convergent )
Éx 2

. Xue , = 5- §n ,
Xo=4 ⇒gal = 5- G- est croissant , ×> 0

✗0=4
,
X , = 5- 9- = Iz < Xo .

Si Xue , < Xn9"g(✗na )<g(Xn) ⇒ ✗n-czcxn.tl
¥+2 < ¥+1

⇒ (Xn ) f par reieerrence.tn c-IN

six > 3 ⇒ god = 5-¥
,

> 5-2=3 ⇒ ✗0--4>3⇒ ×, > 3 ⇒✗a > 3
,

. .

⇒ Xn > 3 knew ⇒ (a) est ininoréepar 3. (Xn) I ⇒ 3- ftp.xn >-3 .

L'equation pour la: limit : 1=5- g- ⇒ .

d- 51+6=0 ⇒ l=5±F{ =3; 2 ÷

" "

i. : : :

puisque (Xn) 23 th c- IN⇒ limxn =3 :
'

:
'

n →•

p

"

÷
,

"
:

:

:

:

"

i
✗3×2 ✗ , ✗

o



Quelques méthodes pour étudier
les suites defines par recurrence .
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G)
'Trower les candidate

pour
la limit ensupyosanfqu.dk exist .

Si l ' 'equation hadmet pas de solution ⇒ la suite diverge .

(2) Étudier la
convergence : [Faire un graphicue)

(a) Recurrence linéaire : Xn + , = qxntb ⇒
Si lql < 1 limxn =¥gh → to

Si 191 > 1 Cxn ) diverge sauf si xo=¥q(suite constant)
Si 191=1 (xn) diverge sauf si lxn ) est constant .

(b) Si ✗na
-

-glint area gcxl croissant ⇒ la suite est monotone .

Si ✗ ☐
< ×, ⇒ (a) A⇒ essayer

de démonberque Ant est majored} ⇒ convergent .Si Xo > ×, ⇒ ( xn ) tr - ie - GH est minora

(c) Proposition . Si (xn ) et faut deux suites : 0 < and I V-nc.IN
et 3- le IR : (xn+ , - e) = an /✗n - e) . Alers (xn ) converge (series) .

(d) Xnei =glxn ) ; gun
n'est hi linéaire

,

ni croissant ⇒

Si I ✗na - et c- bnlxn - et et O < buys < 1
⇒ ✗n converge et limxn

=L (Ex 1)
.

h→ to

(e)Démonber
que CH est une suite de Cauchy (ai voir plus turd) .

⇒ (Xn) est convergent IDZ Ex -

2.7.3]
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82.8. Sous - suites . Suites de Cauchy.

①éf Une sous - suite dune suite Can ) est une suite b- → Ann ,

oui k → na est une suite statement croissant de hombres naturel :

Ex
. an -- ft )

"

Hu c- IN ⇒ azµ= ftp.k = 1 ⇒ lim Aue = 1
Kira

92kt , = 1-14+1=-1 ⇒ firz.az#--- 1
mais (a) est divergent .

Proposition . (convergence dune sores- suite ) .

Si lim an = l ⇒ toute sons - suite Cann ) converge anssi vers
l

.

hsoo

Dém : Soit Eso ⇒ 7 no C-IN : ltnzno ⇒ Ian - et c- E.
'☒①one HK >- no ⇒ HKZK 2h . ⇒ Ian

.

- l / EE ⇒ him Ann =L .

ksoo

'Théoieme de Bolzano-
-

Weierstrass
.

Dans toute suite bornée il exile
une sous - suite convergent .

Idée : J-m.ME/R:melan1EM ⇒ On divisetintervalle fm
,
M] par 2

On reticent la moitiéconlenantun nombre infni d.elements decant .
In \ I ④HAHAHAHAH # I

i.gg#Puis on recommence .

La longueur des intervals -_Mz7-¥
En choisissant un element dans chaque intervaleplus loin dans la suite,

on often tune sores-suite convergent .


